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Das Verfahren der Momente der Verteilung ~md der erzeu- 
genden Funktion wird auf Polymerisar mit einmaliger 
Zngabe yon Initiator und ohne weitere InitiieruIlg, mit mono- 
molekularem oder bimolekularem Abbruchschritt, angewende~, 
um Mittelwer~e der Kettenliingen des entstehenden Polymeren zu 
berechnen. Das Gewichtsmittel geht unter gewissen Bedingun- 
gen gegen Unendlich; die Reaktion geht bei bimolekularem 
Abbruch zur Vollendung, aber nicht bei monomolekularem 
Abbruch. 

1. E i n l e i t u n g  

Um die Kinetik einer Polymerisationsreaktion, wie fibrigens d ie  
jeder anderen ehemischen Reaktion, klarzulegen, werden die Vorher- 
sagen aus verschiedenen mSgliehen Mechanismen mit experimentellen 
Werten verglichen. Eine der GrSf3en, die zu diesem Zweck verwendet 
werden, isf die Molgewichtsverteilung oder Kettenl~ngenverteilung des 
bei der Reaktion entstehenden Polymeren. Meistens ist die vollst/~ndige 
Kettenl~ingenverteilung experimentell schwer zu erhalten; es werden 
in solchen Fi~llen das Zahlenmittel rn und das Gewichtsmittel rw der 
Kettenl/~nge verwendet, urn Aufschlul~ fiber die Kettenli~ngenverteilung 
zn geben. Das Verhiiltnis rw zu rn ist ein Ma[~ ffir die Dispersion der 
Kettenliingen um den Mittelwert, charakterisiert mit  anderen Worten die 
Breite der Kettenliingenverteilung: ffir ein monodisperses Polymeres 
ist es gleich 1, ffir das Polymere, das bei einer Polymerisation mi~ 
konstanter  Anzahl wachsender Kef ten  enfsi~eht, ist es etwa 1 + 1/rn, 
radikalische Polymerisation ira" st~tion~ren Zustande gibf bekanntlich 
ein Polymeres mit  rw/rn-~  2. 

* Seinem alien Lehrer, Herrn Prof. Dr. F. Halla, zum 80. Geburtstag in 
Verehrung gewidrnet. 
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Der Verf~sser ha t  ein mathemat isches  Verfahren ausgearbeitet  1-3, 
das die Momente  der Verteilung und  erzeugende Funkt ionen  zu Hilfe 
nimmt,  urn Kettenl~ngenvertei lungen in d e n  F/~llen zu erh~lten, in denen 
eine direkte Auswertung entweder unrnSglieh oder zu sehwierig ist. 
Momente  yon  Ver~eflungen sind auch yon  J .  P.  Howe zur LSsung ki- 
netischer Problerne verwendet  worden 4. I m  folgenden soll gezeigt werden, 
wie dieses Verfahren auf Polymerisat ionsreakt ionen angewendet  werden 
k~nn, die durch einmalige Zugabe eines Ini t ia tors  in der Fo rm yon  l~adi- 
kalen der Kettenl/inge 1 und  der Konzent ra t ion  X1 ~ angeregt  werden, 
und  in denen neben clern Waehsturnsschri t t  auch Ket tenabbrueh  in ]3e- 
t raeh t  gezogen werden rout3. Bei solehen t~eak~ionen ist die Gesamt- 
zahl der in jedem Augenblick vorhandenen Polymermolekiile kons tan t  
und gleich der anfi~nglich zugesetzten Ini t ia torkonzentrat ion,  und das 
Zahlenmittel  der Kettenl/~ngen ist gleieh dem Verh/~ltnis des verbrauchten  
Monomeren zum zugesetzten In i t ia tor  plus eins. Eine kiirzIieh erschienene 
Arbeit  yon  B. Hargitay eL al. ~, in der solche l~eaktionen besproehen 
werden, gab den Anlaf~ zu dieser Untersuehung.  

Wir bezeichuen, wie frtiher, mit M das Monomere, rait X~. [tnd Pr ein 
wachstumsf/~higes bzw. nicht wachstumsf~higes Polymeres tier Kettenl/inge r 
(der Einfachheit halber ,l~adikal" bzw. Po]ymeres genannt) und verwenden 
die gleichen Buchstaben, um Konzentrationen zu bezeichnen. 

Ein hochgestelltes 0 und co kennzeichnen Werte zur Zeit Null und Un- 
endlich. Die n-ten )/[omente der Verteilungen seien mit Yn bzw. Qn bezeich- 
net und sind definiert dutch 

Y~ = Z r~' Xr, Qn = E rn P~, 

wobei alle Summen yon eins bis unendlich gehen. Die erzeugenden Funk- 
tionen tier beidea Verteihulgen werden mit Z bzw. L bezeichnet und sind deft- 
niert durch 

Z ~ Z X r Z  r, L ~ Z P r z  r. 

Sie sind Funktionen einer Hilfsvariablen z derart, dal~ X r bzw. Pr die 
Koeffizienten yon z r sind. Die Momente der Verteilungen kOnnen ]eicht cr- 
h~lten werden, indem in der erzeugenden Funktion bzw. ihren Ableitungen 
z = 1 gesetzt wird; insbesondere ist 

g o = Z ( z = l ) ,  Y l = z ~ ( z :  1), Y ~ = z ~  z-~z ( z = l ) .  (1) 

1 C. H. Bam/ord und H. Tompa, J. Polymer Sci. 10, 345 (1952). 
C. H. Bamford und H. Tompct, Trans. Faraday Soc. 50, 1097 (1954). 

a H. Tompa, Abstracts Internat. Syrup. Macromol. Chem., Moskau 1960, 
Bd. 2, S. 80. 

4 j .  p .  Howe, J. Chem. Physics 23, 899 (1955). 
5 B. Hargitay, A . J .  Hubert und R. Bui]le, Makromol. Chem. 86, 104 

(1962). 
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Das Zahlenmittel r n und das Gewichtsmittel r w der Kettenl~ngen des 
Radikals ergeben sich aus den 1V[omenten dureh 

Yl Y~ 
rn ~ Yo" rw -- YI"  

In /~hnlicher Weise finder man die Momente und die mittleren Ketten- 
l~ngen des Polymeren. 

Bei frfiherer Gelegenheit ~-~ wurde darauf hingewiesen, dab es F~lle 
gibt, bei denen es zwar unm6glieh ist, aus den kinetischen Gleiehungen 
des Reaktionssystems X r  oder Pr  zu berechnen, woes  aber doeh m6glich 
ist, eine Gleiehung f fir die erzeugende Funktion abzuleiten. Hierin liegt 
der Weft  dieses Verfahrens: aus der erzeugenden Funktion k6nnen die 
Momente der Verteilung erhalten werden, und es wurde gezeigt0 wie aus 
den Momenten tier Verteilung die Koeffizienten einer Entwicklung der 
Kettenli~ngenverteilung nach L a g u e r r e - P o l y n o m e n  erhalten werden k6nnen. 

Es werden in dieser Arbeit nur die Momente der Ordnung 0, 1 u n d 2  
ausgewertet, um rw und rn zu erhalten; wenn erwfinscht, k6nnen weitere 
Momente tier Verteilung leieht erhalten werden. I m  n~chsten Abschnitt  
wird gezeigt, wie alas VeHahren auf eine Polymerisation ohne Ketten- 
abbruchsehrit t  angewendet werden kann, um die in diesem Fall wohl- 
bekannten Ergebnisse mit  Hilfe der erzeugenden Funktionen zu erha]ten; 
in den folgenden Abschnitten werden dann Polymerisationsreaktionen mit 
monomolekularem und bimolekularem Kettenabbruchschri t t  betrachtet.  

2. P o l y m e r i s a t i o n  o h n e  K e t t e n a b b r u e h  

Wir betrachten eine Polymerisation, in der das Polymere durch 
Addition yon Monomeren entspreehend der Gleichung 

X r  + M - >  X r + I ;  ]Cp 

witchst, wobei kp die Wachstumskonstante der l~eaktion ist; das Poly- 
mere sei hier absichtlich mit X stat t  mit  P bezeichnet, da es ein reaktions- 
Iithiges Molekfil ist. 

Die kinetischen Gleichungen sind 

d X r  
d t  - -  k~ M X r -  1 - -  kp  M X r ,  (2) 

wobei fiir r ~ 1 das erste Glied auf der rechten Seite fehlt. Wir nehmen 
an, dab die Reaktion durch Addition oder Erzeugung yon Monoradikalen 
der Kettenliinge 1 zur Zeit gleich Null initiiert wird, und suchen L6sungen 
des Gleichungssystems mit den Anfangsbedingungen X r  o ----0 f fir r ~ 1 
und ffir einen gegebenen Anfangswert yon X1 ~ Wenn wir jede Gleichung 
(2) mit  z r multiplizieren und dann die Gleichungen fiber alle r summieren, 
erhalten wir 

d Z  
- -  ~ k2 z M Z  - -  k2 M Z .  (3) 
d t  
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Die Abnahme der Monomerkonzentration ist durch 

d M  
d t  - -  kp  M E X r  =/cp M Y~ (4) 

gegeben; der Weft yon Yo kann erhalten werden, indem in G1. (3) z = 1 
gesetzt wird : 

dYo 
--  0, Yo = const. = X1 o. 

dt 

Wenn die Anderung der Monomerkonzentration w//hrend der Reaktion 
vernachl&ssigt werden kann, ergibt G1. (4) flit die Abnahme der Monomer- 
konzentration 

A M  = k p  M X 1  ~ t, 

andernfalls is~ 

und 
M ---- MO exp ( - -  k~ X1 o t) 

A M  = MO [1 - - e x p  ( - -k~  X1 o t)], 

wobei M o der Wert der Monomerkonzentration zur Zeit Null ist. 
Das Verh/iltnis des verbrauehten Monomeren, oder des gebildeten 

Polymeren, zur Initi~torkonzentration sei mit q bezeichnet. Dann ist 
im ersten Fall 

q = k~ M t  

und im zweiten 
M o 

q = ~ [1 - -  exp ( - -  k~ X1 ~ t)]. 

Die L6sung yon G1. (3) mit der Anfangsbedingung Z o = z X1 o ist im 
ersten Fall 

Z = z X 1  o exp [ - -  k~ (1 - -  z) M t ]  

und im zweiten Fall naeh Substitution des Wertes fiir M 

Z = zX10exp - - ( l - - z )  ~ [ 1 - - e x p  ( - -k~Xl~  . 

In beiden F/~llen ist 
Z = z X 1  o exp [ - - (1  - - z )  q] (5) 

und kSnnte soforlb in dieser Form erhalten werden, wenn es nieht als 
Funktion yon t, sondern als solche yon M betraehtet worden wgre : dureh 
Division yon (31. (3) dureh G1. (4) ergibt sieh die Beziehung 

dZ Z 
d M - - ( 1 - - z )  X10, 

deren L6sung mit G1. (5) identiseh ist. 
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Es ist leieht zu zeigen, dab die l~adikale hier - -  wie fibrigens in allen 
im Folgenden behandelten F/~llen - -  einer Poisson-Vertei lung gehorchen; 
in tier Tat  ergibt sich Xr,  tier Koeffizient yon z r bei der Entwicklung 
yon Z in eine Potenzreihe nach z, als 

X r  = X10 q r -  I 
( r - -  1) ! exp ( - -  q). 

Die Momente Y1 und Y2 ergeben sich entsprechend G1. (1) zu 

Y I = X 1  ~ + q ) ,  Y 2 = X 1  ~  
Dies gibt 

q q ~'w - -  1 + (~ + ~ ) ~ .  r n - ~ - l  + q ,  r w = l  + q +  l + q , rn 

Werte yon rn and. rw sind in Abb. 1 und 2 gegen A M / M  ~ fiir vier 
Werte des Parameters  M o / x 1  ~ aufgetragen; sie sind gestriehelt bzw. mit  0 
bezeichnet. Diese Resultate sind wohlbekannt und wurden bier nnr zur 
Illustration des Verfahrens angefiihrt. 

3. P o l y m e r i s a t i o n  m i t  m o n o m o l e k u l a r e m  A b b r u c h  

Wenn die Waehstumf/~higkeit des Polymeren, das wir mit  Xr be- 
zeichnet haben, durch eine monomolekulare Abbruchreaktion beendet 
werden kann, ist der kinetische Mechanismus 

X r  + M -+ X r  + I ; ]c~ X r  --> Pr ; kt, 

wobei kt die Geschwindigkeitskonstante der Abbruehreaktion ist. Die 
kinetischen Gleichungen sind 

dXr  
d t  = kp M X r - 1  - -  kp M X r - -  kt Xr ,  (6) 

d P r  
- -  kt X r ,  (7) 

dt 

d M  
d t  - - k ~ M Y  o, (8) 

wobei in G1. (6) das erste Glied reehts fiir r = i fehlt. Wenn wir jede 
G1. (6) mit  z r mu]tiplizieren and  fiber alle r summieren, erhalten wir 

dZ  
dt 

and in /~hnlicher Weise 

- -  k~ ( l - - z )  M Z - - k t Z  

d L  
- -  k t Z  

d t  

(9) 

0o) 
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Wird in Gleichung (9) z =:- 1 gesetzt und die resultierende Gleichung ffir 
Yo gelSst, so ergibt sich 

Yo = X1 ~ exp ( - - k t  ~) (11) 

Die weitere Entwicklung ist nun verschieden, je nachdem die Monomer- 
konzentration als konstant angesehen werden kann oder nicht. 

a) Monomerkonzentration konstant 

Aus G1. (8) erh/ilt man leicht 

q = k ~  M [1 - -  exp ( - -  let t)] 

und die L6sung der GI. (9) ist 

Z : z X1 ~ exp { - - [kp  (1 - - z )  M + ~t] t~}. (12) 

Da die Gesamtmenge des Polymeren yon der Kettenl~nge r aus der 
Summe des reaktionsfi~higen und nicht-reaktionsf/~higen Anteils besteht, 
d .h .  dutch Pr + Xr gegeben ist, brauchen wir L + Z, um die Ketten- 
1/~ngeverteilung zu bestimmen. Wir bekommen 

d ( L + Z )  
dt  -- kv (1 - -  z) M. 

Diese Gleichung k6nn~e nach L + Z aufgel6st werden und man kSnnte 
Qn -4- Yn erhalten, indem, nach n-father Ableitung nach z, z = 1 gesetzt 
wird. Es ist jedoch einfacher, die Gleichung n-real nach z abzuleiten und 
z = 1 zu setzen und die so erhaltenen Gleichungen nach Qn + Yn aufzu. 
15sen. Es ergibt sich so f i i r n  = 0,i und 2 

Q 0 +  Y o = X 1  ~ Q I +  Y I : X 1  ~  

Q2 ~- Y2 : X10 {1 -~- 3 q + 2 q2 1 - -  (1 + kt t) exp ( - -  kt t) 

wobei X1, das zur LSsung der letzten Gleichung benStigt wird, aus G1. (12) 
erhalten wurde. 

Daraus folgt, dat~ 

rn : l -4-q, 
I 1 - - 2 k t t e x p ( - - k t t ) - - e x p ( - - 2 1 c t t ) }  

q l + q  rw : 1 + q + 1 ~  [ 1 - - e x p  ( - -2kt t ) ]~  

ist. Ein Vergleich mit dem Fallc kt ~- 0 zeigt, daft der Unterschied ira 
letzten Gliede yon rw liegt; ftir kt = 0 oder t ~- 0, d .h .  zu Beginn der 
Reaktion reduziert sich rw auf den im Abschnitt 2 gegebenen Wert. 



334 H. Tompa: [Mh. Chem., Bd. 95 

b) Monomerkonzentration nicht konstant 

Die Gleichungen wer4en viel komplizierter, wenn die Anderung der 
Monomerkonzentration in Betracht gezogen wird.. G1. ( l l )  fiir Y0 gilt 
noch immer, aber Integration der G1. (8) gibt jetzt  

M ---- M ~ exp ~- - /cp  X1 o [1 - -  exp (--/ct t)]~ -= M ~ exp ( - -  u) (13) 
[ h 

und 
M o 

q = ~ [1 --~xp (--u)]. 

Es ist beachtenswert, dab f i i r t  ~ 0o, d .h .  am Ende der l~eaktion, 
AM nicht gegen M ~ strebt, d. h. dab nicht alles Monomere durch die Reak- 
tion verbraucht wird; es ist 

AM ~ - - M  ~  ~ ) : M  ~ 1 - - e x p  - - ~ t t  Xl~ " 

Durch Einsetzen yon M aus G1. (13) in G1. (9) wird eine Gleichung fiir Z 
erhalten, die im Prinzip 16sbar ist, jedoch kann die LSsung nicht durch die 
Elementarfunktionen, sondern nut  durch das Exponentialintegral 6 aus- 
gedriickt werden : 

w 

Z = zX1 ~ 1 - - ~ -  exp k~ exp ( - -s )  ds  

0 

u k~ 
- - - - z X l ~  exp {---~t (1-- Z) M~ exp (--u~~ [E~ (u~) - -  

- -  E ~ ( u ~  - -  ~)]/" 

Mit diesem Wert yon Z k6nnen Aus4riicke fiir Qo q- Y0, Q1 + Y1 und 
Q2 ~ Y2 erhalten werden: 

Q 0 §  Y o = X 1  ~ Q I §  Y l = X 1  ~ 2 4 7  

Q2 + r 2 :  xlo(  + 3q)+ 2 (MO) f xP ds. 
~b - - 8  

0 

Aus diesen Ausdriicken k6nnen rn und rw leicht berechnet werden. In 
Abb. 1 sind rn und rw fiir drei Werte des Parameters M ~  ~ und ffir eine 
Reihe yon Werten yon kt/(kp X1 ~ gegen A M / M  o aufgetragen; jede Gruppe 
yon Kurven ist durch M ~  ~ gekennzeichnet und besteht aus der Kurve 

6 E. Jahnke und F. Erode, Funktionentafeln mit Formeln und Kurven, 
Dover Publications, New York, 1945, S, 3. 
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fiir rn und den Kurven fiir rw fiir kt = 0 un4 eine Reihe yon encUichen 
Werten. Die Kurven folgen anfangs eng tier Kurve  fiir let - 0 un4 steigen 
in der N~he yon A M = / M  ~ raseh gegen Unendlieh an. Die Werte yon rw/rn 
sine[ meist nahe an 1, so daI~ alas Polymere ziemlieh homogen ist, auger in 
der letzten Phase der Reaktion. 

r,,, 

2OO 

100 

50 

20 

10 

10 02 0.4. 0.6 02 .~M/M ~ 1 

Abb. 1. Zahlenmittel r n und Gewichtsmitte] r w der Kettenl~nge des Polymeren bei monomolekularem 
Abbruch, aufgetragen gegen den Bruehteil des verbrauchten Nonomeren. Werte d ~  Parameters  

M ~ / X ~  eingekreist; . . . .  rn '  - -  Vw' gekennzeichnet durch den Wert yon kt/(l~:pX~~ 

4. P o i y m e r i s a t i o n s r e a k t i o n  m i t  

Der kiuetische Mechanismus ist jetzt  

Xr + M ---> Xr+l 

Xr @ Xs -> Pr -~- Ps 

b i m o l e k u l a r e m  A b b r u c h  

; k~ 

; kt. 

Dieses Schema ist auch giiltig, wenn durch die Abbruchreaktion nur eines 
der t~adikale reaktionsunfghig wird 5, d. h. wenn die Abbruchreaktion 

Xr + Xs-> Pr + Xs 

geschrieben werden sollte. Die kinetischen Gleichungen sind in den beiden 
F~llen identisch, auBer da~ ~t durch/cd2 ersetzt werden muB. Die kineti- 
schen Gleichungen sind 
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dXr  
d t -- kp M X r -  1 - -  k p  M X r  - -  kt Yo Xr (14) 

dPr 
dt  - -  kt YoXr  (15) 

d M  
dt -- k p M Y o ,  (16) 

we wieder in G1. (14) das erste Glied rechts ftir r -~ 1 fehlt. Wie vorher 
erh/~lt man 

dZ  
dt  

und, mit z = l, 

d L  
kp (1 - -  z) M Z - -  kt Yo Z, ~ =- kt Yo Z 

X l  0 

Yo = 1 ~- kt X1 ~ t" (17) 

Gleichungen fiir M und Z als Funktionen der Zeit kSnnen jetzt  leicht er- 
halten werden. 

a) Monomerkonzentration konstant 

Es ergibt sich fiir AM 

k v M  l n ( l + k t X 1  ~ 
q - -  kt X1 ~ 

und fiir Z 
z X t  o 

Z - -  1 + k tXlOt  exp [ - - k ~ ( 1 - - z )  Mt).  

Die Momente der Verteilung yon Pr -~- Xr werden wie vorher erhalten: 

Q o +  Y o - - X 1  ~ QI~- Y 1 - - X I  ~  

Q2 + Y 2 : X 1 0  1 + 3 q - ~ - 2  ~ktXlO ] [ k t X l ~  + k t X l ~  ; 

rn und rw resultieren aus diesen Gleichungen wie vorher. 

b) Monomerkonzentration nicht konstant 

L6sung yon G1. (16) unter Zuhilfenahme yon G1. (17) gibt 

m - -  
M t)--kp/~t, M~ ( l - - m ) .  
Me - - ( l ~ k t X t  ~ q =  X t  ~ 
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Ferner ist 

Z - -  

und 

XlO { ~ -  M~ [1 m(kP -kt)/'z~p] } Z 

exp -- /@- -kt ( 1 - -  z) -~z o- - -  
1 -{- k t X 1 0  t 

Q o §  Y 0 = X 1  ~ Q I §  Y l = X 1  ~ 4-q) 

Q24- Y2= X1 ~ l + 37+ 27S(2kv__kt) ( l - - m )  

k~ m 
i -  kv__ kt 1 - - m  

Fiir kt/kp --  1 oder = 2 ergibt sich Q2 -~ Y2 in unbest immten Formen, 
deren wahre Werte dureh Grenziiberg~nge leicht zu erhalten sind. Fiir 

F w l  . . . . . .  ] ' !  . . . . . . . . . .  

Fn 
500 

200 

I 0 0  

50 

20 

10 

1 
0 02 O.t. 0.6 0.8 &M[M ~ 1 

Abb, 2. Zahlemnittel r n ~nd Gewichtsmittel rw tier Kettenl~nge des Polymeren bei bimolekularom 
Abbruch, aufgetragen gegen d~n Bruch~eil des verbrauchtcn Monomeren. Werte des Parameters 

Itg~[X~ ~ eingekreis~; . . . .  rn '  - -  ~'w' gekennzeichne~ dutch der~ Weft yon kt]k p 

t gleich Unendlich wird m -~ 0, d. h. die Reaktion geht zur Vollendung. 
Es ist auch aus der Formel ftir Q2 ~- Y2 leicht zu ersehen, dag rw fiir m ~ 0 

N[onatshefte f~ir Chemic, Bd, 95/1 22 
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einem endlichen Grenzwert zustrebt,  wenn kt/k~ kleiner ist als 2, aber 
ins Unendliche w//chst, wenn kt/k~ gleich oder grSl3er als 2 ist. 

Werte  yon  rn und rw kSnnen jetzt  gleich erhalten werden. In  Abb. 2 
sind sie fiir dieselben Werte  yon Mo/x1 o wie fiir monomolekularen Ab- 
bruch und ftir eine Reihe yon  Wer ten  yon  /st/kp gegen A M / M  o aufge- 
tragen. 

I ch  bin Herrn  Dr. B. Hargitay fiir die Anregung zu dieser Arbeit  und 
fiir wertvolle Diskussionen zu Dank  verbunden. Die numerischen Rech- 
nungen wurden yore Personal unseres IBM 1620 Elektronenrechners unter  
Anleitung yon  Herrn  A. Vosse ausgefiihrt und es sei ihnen hier mein Dank  
ausgesprochen. 


