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Das Verfahren der Momente der Verteilung und der erzeu-
genden Funktion wird auf Polymerisationen mit einmaliger
Zugabe von Initiator und ohne weitere Initilerung, mit mono-
molekularem oder bimolekularem Abbruchschritt, angewendet,
um Mittelwerte der Kettenldngen des entstehenden Polymeren zu
berechnen. Das Gewichtsmittel geht unter gewissen Bedingun-
gen gegen Unendlich; die Reaktion geht bei bimolekularem
Abbruch zur Vollendung, aber nicht bei monomolekularem
Abbruch.

1. Einleitung

Um die Kinetik einer Polymerisationsreaktion, wie iibrigens die
jeder anderen chemischen Reaktion, klarzulegen, werden die Vorher-
sagen aus verschiedenen mdglichen Mechanismen mit experimentellen
Werten verglichen. Eine der Gréfien, die zu diesem Zweck verwendet
werden, ist die Molgewichtsverteilung oder Kettenlingenverteilung des
bei der Reaktion entstehenden Polymeren. Meistens ist die vollstédndige
Kettenlangenverteilung experimentell schwer zu erhalten; es werden
in solchen Fillen das Zahlenmittel 7, und das Gewichtsmittel r, der
Kettenldnge verwendet, um Aufschluf iiber die Kettenlingenverteilung
zu geben. Das Verhéltnis r, zu 7, ist ein Mal} fiir die Dispersion der
Kettenlingen um den Mittelwert, charakterisiert mit anderen Worten die
Breite der Kettenlingenverteilung: fiir ein monodisperses Polymeres
ist es gleich 1, fiir das Polymere, das bei einer Polymerisation mit
konstanter Anzahl wachsender Ketten entsteht, ist es etwa 1 4 1/ry,
radikalische Polymerisation im ~stationdren Zustande gibt bekanntlich
ein Polymeres mit ry/ry, = 2.

* Seinem alten Lehrer, Herrn Prof. Dr. F. Halla, zum 80. Geburtstag in
Verehrung gewidmet.
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Der Verfasser hat ein mathematisches Verfahren ausgearbeiteti-3,
das die Momente der Verteilung und erzeugende Funktionen zu Hilfe
nimmt, um Kettenldngenverteilungen in den Fillen zu erhalten, in denen
eine direkte Auswertung entweder unmdoglich oder zu schwierig ist.
Momente von Verteilungen sind auch von J. P. Howe zur Losung ki-
netischer Probleme verwendet worden?®. Im folgenden soll gezeigt werden,
wie dieses Verfahren auf Polymerisationsreaktionen angewendet werden
kann, die durch einmalige Zugabe eines Initiators in der Form von Radi-
kalen der Kettenlinge 1 und der Konzentration X% angeregt werden,
und in denen neben dem Wachstumsschritt auch Kettenabbruch in Be-
tracht gezogen werden mu8. Bei solchen Reaktionen ist die Gesamt-
zahl der in jedem Augenblick vorhandenen Polymermolekiile konstant
und gleich der anfinglich zugesetzten Initiatorkonzentration, und das
Zahlenmittel der Kettenlingen ist gleich dem Verhéltnis des verbrauchten
Monomeren zum zugesetzten Initiator plus eins. Eine kiirzlich erschienene
Arbeit von B. Hargitay et al.5, in der solche Reaktionen besprochen
werden, gab den Anlafl zu dieser Untersuchung.

Wir bezeichnen, wie frither, mit M das Monomere, mit X, und P, ein
wachstumsfahiges bzw. nicht wachstumsfshiges Polymeres der Kettenlinge »
(der Einfachheit halber ,,Radikal** bzw. Polymeres genannt) und verwenden
die gleichen Buchstaben, um Konzentrationen zu bezeichnen.

Ein hochgestelltes ¢ und co kennzeichnen Werte zur Zeit Null und Un-
endlich. Die n-ten Momente der Verteilungen seien mit ¥, bzw. Q,, bezeich-
net und sind definiert durch

Ypo=2%1"Xp, Qu=2Xr"P,,

wobei alle Summen von eins bis unendlich gehen. Die erzeugenden Funk-
tionen der beiden Verteilungen werden mit Z bzw. L bezeichnet und sind defi-
njert durch

Z=XXs2", L =X Pz

Sie sind Funktionen einer Hilfsvariablen z derart, da8 X, bzw. P, die
Koeffizienten von zr sind. Die Momente der Verteilungen kénnen leicht er-
halten werden, indem in der erzeugenden Funktion bzw. ihren Ableitungen
z = 1 gesetzt wird; insbesondere ist

, o [ oz
yozzu=n,nzz—2@=n,n:w5;&a)@=n. (1)

v 0. H. Bamford und H. Tompa, J. Polymer Sci. 10, 345 (1952).

® 0. H. Bamjford und H. Tompa, Trans. Faraday Soc. 50, 1097 (1954).

3 H. Tompa, Abstracts Internat. Symp. Macromol. Chem., Moskau 1960,
Bd. 2, S. 80.

4 J. P. Howe, J. Chem. Physics 23, 899 (1955).

5 B. Hargitay, A.J.Hubert und R. Buijle, Makromol. Chem. 56, 104
(1962).
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Das Zahlenmittel r, und das Gewichtsmittel r,, der Kettenldngen des
Radikals ergeben sich aus den Momenten durch

Y, Y,
ry = ?0 , Py == ?1 .

In dhnlicher Weise findet man die Momente und die mittleren Ketten-
langen des Polymeren.

Bei fritherer Gelegenheit!—? wurde darauf hingewiesen, dall es Fille
gibt, bei denen es zwar unmoglich ist, aus den kinetischen Gleichungen
des Reaktionssystems X, oder P, zu berechnen, wo es aber doch méglich
ist, eine Gleichung fiir die erzeugende Funktion abzuleiten. Hierin liegt
der Wert dieses Verfahrens: aus der erzeugenden Funktion kénnen die
Momente der Verteilung erhalten werden, und es wurde gezeigt, wie aus
den Momenten der Verteilung die Koeffizienten einer Entwicklung der
Kettenldngenverteilung nach Laguerre-Polynomen erhalten werden kénnen.

Es werden in dieser Arbeit nur die Momente der Ordnung 0, 1 und 2
ausgewertet, um 7, und 7, zu erhalten; wenn erwiinscht, kénnen weitere
Momente der Verteilung leicht erhalten werden. Im néchsten Abschnitt
wird gezeigt, wie das Verfahren auf eine Polymerisation ohne Ketten-
abbruchschritt angewendet werden kann, um die in diesem Fall wohl-
bekannten Ergebnisse mit Hilfe der erzeugenden Funktionen zu erhalten;
in den folgenden Abschnitten werden dann Polymerisationsreaktionen mit
monomolekularem und bimolekularem Kettenabbruchschritt betrachtet.

2. Polymerisation ohne Kettenabbruch

Wir betrachten eine Polymerisation, in der das Polymere durch
Addition von Monomeren entsprechend der Gleichung

Xp+ M- Xyi1; by

wéchst, wobei k, die Wachstumskonstante der Reaktion ist; das Poly-
mere sei hier absichtlich mit X statt mit P bezeichnet, da es ein reaktions-
fihiges Molekiil ist.

Die kinetischen Gleichungen sind

dX,
di¢

wobei filr » = 1 das erste Glied auf der rechten Seite fehlt. Wir nehmen
an, daf} die Reaktion durch Addition oder Erzeugung von Monoradikalen
der Kettenlange 1 zur Zeit gleich Null initiiert wird, und suchen Losungen
des Gleichungssystems mit den Anfangsbedingungen X,0 = 0 fiir r # 1
und fiir einen gegebenen Anfangswert von X%, Wenn wir jede Gleichung
(2) mit 27 multiplizieren und dann die Gleichungen iiber alle » summieren,
erhalten wir

=ky MX,_1—kp MX,, 2)

Z
i—t:kzzMzwkgMZ. (3)
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Die Abnahme der Monomerkonzentration ist durch

——%zkpMZXr:kpMYo (4)

gegeben; der Wert von Yy kann erhalten werden, indem in Gl (3) z = 1
gesetzt wird:

» %ﬂ— =0, Yo = const. = X;90.
Wenn die Anderung der Monomerkonzentration wihrend der Reaktion
vernachlassigt werden kann, ergibt Gl. (4) fiir die Abnahme der Monomer-
konzentration

AM =k, MX,%¢,
andernfalls ist
M = M%exp (—ky X100)

und

AM = MO[1 —exp (—kp X1°8)],

wobei M9 der Wert der Monomerkonzentration zur Zeit Null ist.

Das Verhéltnis des verbrauchten Monomeren, oder des gebildeten
Polymeren, zur Initiatorkonzentration sei mit ¢ bezeichnet. Dann ist
im ersten Fall

q=1kp Mt
und im zweiten
Mo

q = Y]F [1 — eXp (_—' kp XIO t)]

Die Lésung von Gl. (3) mit der Anfangsbedingung Z0 = z X0 ist im
ersten Fall
Z =z X0 exp [ kp (1 —2) M{]

und im zweiten Fall nach Substitution des Wertes fiir M

0
Z =2X{%xp{— (1 —2) £ [1—exp (—kp X100)]L.
X;0
In beiden Féllen ist
Z = 2X1%exp [— (1 —2)q] (5)

und kdnnte sofort in dieser Form erhalten werden, wenn es nicht als
Funktion von £, sondern als solche von M betrachtet worden wire: durch
Division von Gl. (3) durch Gl (4) ergibt sich die Beziehung

dZz Z
ax =z

deren Ldsung mit Gl (5) identisch ist.
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Es ist leicht zu zeigen, daB die Radikale hier — wie iibrigens in allen
im Folgenden behandelten Fillen — einer Poisson-Verteilung gehorchen;
in der Tat ergibt sich X,, der Koeffizient von 2" bei der Entwicklung
von Z in eine Potenzreihe nach z, als

X, —X o I o (— q).
r 1 r—1)1 p q

Die Momente Y; und Yy ergeben sich entsprechend Gl. (1) zu

Yi=X:"1+4q), Yo=X101+ 3¢+ ¢).
Dies gibt

rn=1+4¢, ro=1+4q+

Ldq’m (4o

Werte von 7, und 7 sind in Abb. 1 und 2 gegen AM/MO fiir vier
Werte des Parameters M0/ X0 aufgetragen; sie sind gestrichelt bzw. mit 0
bezeichnet. Diese Resultate sind wohlbekannt und wurden hier nur zur
Nlustration des Verfahrens angefiihrt.

q ?”w_l q

3. Polymerisation mit monomolekularem Abbruch

Wenn die Wachstumfdhigkeit des Polymeren, das wir mit X, be-
zeichnet haben, durch eine monomolekulare Abbruchreaktion beendet
werden kann, ist der kinetische Mechanismus

Xy + M- Xpy1; kp Xy = Py ke,

wobel k; die Geschwindigkeitskonstante der Abbruchreaktion ist. Die
kinetischen Gleichungen sind

dX.
Aﬁ%zmpMqu—%pMXr—%Xh (6)
dP,
dt —ktXT‘s (7)
am

— = by MY, (8)

wobei in Gl. (6) das erste Glied rechts flir r = 1 fehlt. Wenn wir jede
Gl. (6) mit z7 multiplizieren und tber alle » summieren, erhalten wir

?i—f:-——kp(l—z)MZ—ktZ (9)
und in dhnlicher Weise
dr

=k (10)
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Wird in Gleichung (9) z = 1 gesetzt und die resultierende Gleichung fiir
Y, gelost, so ergibt sich
Yo = Xi0exp {(— 1k f) (11)

Die weitere Entwicklung ist nun verschieden, je nachdem die Monomer-
konzentration als konstant angesehen werden kann oder nicht.

a) Monomerkonzentraiion konstant
Aus GI. (8) erhdlt man leicht

g =" 311 —exp (— k)]

ky
und die Lésung der Gl. (9) ist
Z =zX1"exp {—[ky (1 —2) M + %3} (12)

Da die Gesamtmenge des Polymeren von der Kettenlinge r aus der
Summe des reaktionsfdhigen und nicht-reaktionsfdhigen Anteils besteht,
d. h. durch P, 4 X, gegeben ist, brauchen wir L 4 Z, um die Ketten-
langeverteilung zu bestimmen. Wir bekommen

AL+ 2)

=k (=) M.

Diese Gleichung kénnte nach L + Z aufgelést werden und man kdunte
@n 4 Yy erhalten, indem, nach n-facher Ableitung nach z, z = 1 gesetzt
wird. Es ist jedoch einfacher, die Gleichung n-mal nach z abzuleiten und
z == 1 zu setzen und die so erhaltenen Gleichungen nach @, + ¥, aufzu.
16sen. Es ergibt sich so fiir » = 0,1 und 2

Qo+ Yo=X9 Q1+ Y1 =X10(1 +9)

I— (1 +kst)exp (— ks t)
[ —exp (— ke t)]? }

Qo + Y2=X1°{1+3Q+2(12

wobei X1, das zur Lésung der letzten Gleichung bendtigt wird, aus Gl. (12)
erhalten wurde.
Daraus folgt, daB

7")’1«:1+q9
1y =14 g4

q 1 1—2kitexp (—kit) —exp (—2 ke t)
1+q{ T T —oxp (— 2R }

ist. Ein Vergleich mit dem Falle k; = 0 zeigt, daB der Unterschied im
letzten Gliede von ry, liegt; fiir k; = 0 oder t = 0, d. h. zu Beginn der
Reaktion reduziert sich 7, auf den im Abschnitt 2 gegebenen Wert.
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b) Monomerkonzentration nicht konstant

Die Gleichungen werden viel komplizierter, wenn die Anderung der
Monomerkonzentration in Betracht gezogen wird. Gl. (11) fiix Y, gilt
noch immer, aber Integration der Gl. (8) gibt jetzt

M = MOexp {———kkg X101 —exp (—k; t)]} = MOexp(—u) (13)
¢

und
Mo
q= X0 [1 —exp (—u)].

Es ist beachtenswert, daBl fiir £ - oo, d. h. am HEnde der Reaktion,
A M nicht gegen MO strebt, d. h. daB nicht alles Monomere durch die Reak-
tion verbraucht wird; es ist

AM®= MOexp (—u~) = Mo[l—-exp (-—%Xlo)].
!

Durch Einsetzen von M aus Gl (13) in Gl. (9) wird eine Gleichung fiir Z
erhalten, die im Prinzip 16sbar ist, jedoch kann die Losung nicht durch die
Elementarfunktionen, sondern nur durch das Exponentialintegral® aus-
gedriickt werden:

w
Z =X, (1——12) eXP{—ﬁ(l—z) MOILP =) ds}
u Je
0

u® —s
w kp O [T, [,
= X,0 (1——5) exp{——(1~—Z)M0exp (—u®)[ B (u™)—
U ]Ct
~—E"i(u°°——u)]}.

Mit diesem Wert von Z koénnen Ausdriicke fiir @y -+ Yo, @1 + Y1 und
Q2 - Yo erhalten werden:

Qo+ Yo= X1 @1+ Y1 =X1%(1 +9),

u

k
e+ Y2=X1°<1+3q)+2k—f<M°>2f

0

exp (—28) — exp (—u—s) ds
u*® —s '

Aus diesen Ausdriicken kénnen r, und ry, leicht berechnet werden. In
Abb. 1 sind 7, und ry fiir drei Werte des Parameters M0/ X0 und fiir eine
Reihe von Werten von k/(kp X1°) gegen A M /M0 aufgetragen; jede Gruppe
von Kurven ist durch M0/ X;9 gekennzeichnet und besteht aus der Kurve

8 B. Jahnke und F. Emde, Funktionentafeln mit Formeln und Kurven,
Dover Publications, New York, 1945, S. 3.
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fiir 7, und den Kurven fiir 7, fiir &, = 0 und eme Reihe von endlichen
Werten. Die Kurven folgen anfangs eng der Kurve fiir & = 0 und steigen
in der Néhe von A M | MO rasch gegen Unendlich an. Die Werte von ry/ry,
sind meist nahe an 1, so dall das Polymere ziemlich homogen ist, aufler in
der letzten Phase der Reaktion.

lw —
rn H N
200 ~‘ | ; — .
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Abb. 1. Zahlenmittel #, und Gewichtsmittel +,, der Kettenlinge des Polymeren bei monomolekularem

Abbruch, aunfgetragen gegen den Bruchteil des verbrauchten Monomeren. Werte des Parameters
M X% eingekreist; ----~ Ty — 7, gekennzeichnet durch den Wert von kr‘,,/(kpX )

4. Polymerisationsreaktion mit bimolekularem Abbruch
Der kinetische Mechanismus ist jetzt

X, + M~ X, ;

X+ Xs—> P+ P s ke

Dieses Schema. ist auch giiltig, wenn durch die Abbruchreaktion nur eines
der Radikale reaktionsunfihig wird3, d. h. wenn die Abbruchreaktion

XrJf‘Xs”’Pr‘}‘Xs

geschrieben werden sollte. Die kinetischen Gleichungen sind in den beiden
Fiéllen identisch, auBer daBl k; durch k2 ersetzt werden muB. Die kineti-
schen Gleichungen sind
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d X,

17 =k M Xr 1 —kp M X, — ke Yo Xy (14)
dP
dt’ = Yo X, (15)
dmM

—‘W:kpMYO, (16)

wo wieder in Gl. (14) das erste Glied rechts fiir » = 1 fehlt. Wie vorher
erhélt man

dZ dL
_— — _ —_— Y —_— =
T ky(l —2)MZ—Iks Yo Z, & ke Yo Z
und, mit z = 1,
X0
Yo= 77 00 {17)

Gleichungen fiir M und Z als Funktionen der Zeit konnen jetzt leicht er-
halten werden.

a) Monomerkonzentration konstant

Es ergibt sich fir AM
kp M

o= 0
q kt Xlo In (1 + kt Xl t)
und fiir Z
zX1°
Ee e S S ——k 1 -
1—{—]5;X1066Xp[ A o ( z) M)

Die Momente der Verteilung von P, + X, werden wie vorher erhalten:

Qo+ Yo=X10 @1+ Y1 =X:"(1 +g)
ky M\2
Qg + Yz :X]_O 1 —|— 3q—}— 2 m []C,leot——]n(l —|— ]CtX]_Ot)] H
7, und 7y resultieren aus diesen Gleichungen wie vorher.

by Monomerkonzentration nicht konstant

Lésung von Gl. (16) unter Zuhilfenahme von Gl. (17) gibt

Mo
— opn—Fpfte o,
(1+ktXl t) P g X,

M

=0

(1 — m).
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Ferner ist

2 X0 kp o By
St S S S § | — "0 P p]
z 1—{—k,5X10t6Xp{ by — k- A ot .

und
Qo+ Yo=X1% Q1+ Yi=X0(1 +9)
kp

— x.0 T2 o
Qo+ Yo =X {1+39 -2g (2kp— ki) (1 —m)

ky m Ry~
[1“‘,@,_.@ T L

Fiir kgfkp = 1 oder = 2 ergibt sich {2 + Y3 in unbestimmten Formen,
deren wahre Werte durch Grenziiberginge leicht zu erhalten sind. Fiir
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Abb. 2, Zahlenmittel #, und Gewichtsmitiel 7, der Kettenlinge des Polymeren bei bimolekularem

Abbruch, aufgetragen gegen den Bruchtfeil des verbrauchien Monomeren. Werte des Parameters
B[ X ° eingekreist; ~--- P T Ty geRennzeichnet durch den Wert von ist/kp

t gleich Unendlich wird m == 0, d. h. die Reaktion geht zur Vollendung.
Esist auch aus der Formel fiir @5 4+ Yq leicht zu ersehen, daB r,, fiir m = 0

Monatshefte fiir Chemie, Bd, 95/1 22
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einem endlichen Grenzwert zustrebt, wenn k,/k, kleiner ist als 2, aber
ins Unendliche wichst, wenn ki/kp gleich oder gréfer als 2 ist.

Werte von ry, und ryy kénnen jetzt gleich erhalten werden. In Abb. 2
sind sie fiir dieselben Werte von M9/ X410 wie fiir monomolekularen Ab-
bruch und fir eine Reibe von Werten von &/ky gegen AM/MO aufge-
tragen.

Ich bin Herrn Dr. B. Hargitay fir die Anregung zu dieser Arbeit und
fiir wertvolle Diskussionen zu Dank verbunden. Die numerischen Rech-
nungen wurden vom Personal unseres IBM 1620 Elektronenrechners unter
Anleitung von Herrn 4. Vosse ausgefithrt und es sei ihnen hier mein Dank
ausgesprochen.



